
MPSI (18-19) Travail de vaanes À préparer pour la rentrée 2018

Introdution

Les futurs élèves de MPSI se demandent souvent omment ils peuvent se préparer pour leur première

année de CPGE. Ce doument est onçu pour leur venir en aide, il se présente sous la forme de rappels et

d'exeries. Les rappels de terminale doivent être parfaitement maîtrisés au démarrage de l'année solaire,

a�n que l'élève puisse tirer le meilleur parti du ours et des onnaissanes nouvelles qu'il va aborder. Les

exeries permettront de ontr�ler ette maîtrise.

Il est don néessaire de faire e travail avant septembre, l'idéal se situant au plus tard dans les quinze

derniers jours du mois d'août. Une estimation grossière du temps que vous devrez onsarer à es exeries

donne une valeur minimale de l'ordre d'une vingtaine d'heures.

Une remarque s'impose quand à la faisabilité des exeries proposés : ils sont de di�ulté variable, ertains

sont très failes et d'autres plus di�iles, voire semblent impossibles. En auun as vous ne devez vous

inquiéter si vous ne réussissez pas à faire un exerie ! Dites-vous plut�t que séher fait partie de l'ativité

mathématique, même si jusqu'ii vous n'aviez pas été beauoup onfrontés à e genre de situation. Passer

beauoup de temps sur un exerie, sans trouver, est en réalité extrêmement utile : 'est ainsi qu'on

progresse, et qu'on �nit par omprendre réellement une solution. Au ontraire de ela, lire un orrigé sans

avoir vraiment herhé un exerie est rarement produtif, même si e orrigé est exellent.

Vous pouvez me ontater et été par e-mail, à l'adresse denis.leger�a-poitiers.fr, je ne répondrai

pas forément immédiatement mais vous aurez une réponse dès que possible.

I- Caluls algébriques dans R ou C

1

◦
- Identités remarquables

(a+ b)2 = a

2 + 2ab+ b

2 (a− b)2 = a

2 − 2ab+ b

2

a

2 − b

2 = (a− b)(a+ b) (a+ b)3 = a

3 + 3a2b+ 3ab2 + b

3

a

3 − b

3 = (a− b)(a2 + ab+ b

2) (a− b)3 = a

3 − 3a2b+ 3ab2 − b

3

1 + a+ a

2 + · · · + a

n =
1− a

n+1

1− a

si a 6= 1

z · z = |z|2 = a

2 + b

2
si z = a+ ib e

ix = osx+ i sinx

2

◦
- Exeries

a) Fatorisation

Fatoriser les expressions suivantes :

1. x

2 − y

4
2. a

2 − b

2 + 3a− 3b 3. (u− v)3 + 2uv(u2 − v

2)

4. (2x− 1)2 + 4x− 2 5. a

4 − b

4 + a

3 − b

3
6.

1

x

− 1

y

− 3x+ 3y

b) Simpli�ations

Simpli�er les expressions suivantes :

1. sin

2(x) + 2 os2(x)− 1 2. sin

2(x)− sin

4(x)

3. (os(x) + sin(x))
2 − (os(x)− sin(x))

2
4. sin

4(x) + 2 sin2(x) os2(x) + os

4(x)

5. e

7 × e

−3 × e 6. e

3x+1 ×
(

e

x+2
)2

7.

√
e× 2e

3x+1
2 × e

x

2
+1

8. (ex)
−2 × e

2x+3

9. ln(2)− 3 ln(3) + ln(8) 10. 5 ln(3) +
1

2
ln(2)

11. ln

(√
2− 1

)

+ ln

(√
2 + 1

)

12. 6 ln
(√

2
)

− ln

(

23

3

)

13. os(x+ 2�) + os(x+ �) + os(� − x) + os(2� − x)

14. sin(x+ �) + os

(

x+
�

2

)

+ os

(

�

2
− x

)

+ os

(

�

2
+ x

)

+ sin(� − x)
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Travail de vaanes

) Équations réelles

Résoudre les équations suivantes :

1. ln

2(x)− 3 ln(x) = 4 2. ln(2x+ 1) + ln(2x− 1) = ln(x+ 2)

3. 2 ln(
√
x) + ln(1− x) = 2 ln(x) 4. e

x − 3 + e

−x = 1

5. 6e5x − 7e4x + e

3x = 0 6. e

4x − 4e2x − 77 = 0

d) Caluls omplexes 1

Érire sous forme algébrique a+ ib les omplexes suivants :

1.

2i− 1

1 + i

2.

1− 2i

2− i

3.

(1 + i)2

2− 4i

4.

(

3 + 2i

1− i

)2

5.

(2 + i)(3− i)

(1 + 2i)(3 + i)
6. (1 + i)

(

1 + i

1− i

)3

e) Caluls omplexes 2

Donner les solutions omplexes des équations suivantes :

1. z

2 + 4z + 4 = 0 2. 3z2 + 2z + 1 = 0 3. z

2 + 3z + 2 = 0

4. z

2 = i 5. z

2 = 1 + i

√
3 6. |z − i| = |z + i|

II- Dérivées et primitives

1

◦
- Formules de dérivation

u et v désignent deux fontions.

1. (u+ v)′ = u

′ + v

′
2. (�u)′ = �u

′
pour tout � ∈ R 3. (uv)′ = u

′
v + uv

′

4.

(

1

u

)

= − u

′

u

2
5.

(

u

v

)

′

=
u

′
v − uv

′

v

2
6. (

√
u)′ =

u

′

2
√
u

7. (up)′ = p u

p−1
u

′
pour tout réel p (même si p < 0, même si p n'est pas entier)

8. (lnu)′ =
u

′

u

9. (eu)′ = u

′
e

u

2

◦
- Exeries de dérivation

Caluler les dérivées des fontions suivantes :

1. f(x) = 3x2 + 2x+ 1 2. f(x) = x− 1

x

3. f(x) =
x

2 + 1

2x− 3

4. f(x) =
e

x + 1

e

x − 1
5. f(x) = ln(ex − 1) 6. f(x) =

√

e

2x + 1

7. f(x) =
2x+ 3

3x+ 4
8. f(x) =

2ex + 3

3ex + 4
9. f(x) =

2 lnx+ 3

3 lnx+ 4

10. f(x) = sinx+ 2 os(3x) 11. f(x) = 2 sinx os(3x) 12. f(x) =
sinx− osx

sinx+ osx

3

◦
- Exerie de alul de primitives

Donner des primitives des fontions suivantes :

1. f(x) = 2x2 − 3x+ 4 2. f(x) =
2

x

+ e

3x
3. f(x) =

√
3x+ 1

4. f(x) =
1

x lnx

5. f(x) =
lnx

x

6. f(x) =
e

3x

e

3x + 2

7. f(x) =
2

3x− 4
8. f(x) = 2 sin

(

3x− �

4

)

9. f(x) =
sinx+ osx

sinx− osx
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Travail de vaanes

4

◦
- Étude de fontion

a) Étude simple

Étudier ('est-à-dire faire tous les raisonnements et aluls néessaire pour �nir par traer la ourbe) les

fontions dé�nies par :

1. f(x) =
sin(x)

os(x)
2. f(x) =

e

x − e

−x

e

x + e

−x

b) Étude plus omplète

i) Étude d'une fontion auxiliaire

Soit ' la fontion dé�nie sur R par : '(x) = (x2 + x+ 1)e−x − 1.

• Déterminer les limites de ' en −∞ et en +∞.

Étudier le sens de variations de ' puis dresser son tableau de variations sur R.

• Démontrer que l'équation '(x) = 0 admet deux solutions dans R, dont l'une est située dans

l'intervalle [1;+∞[. On le notera par la suite �.

• Déterminer un enadrement d'amplitude 10−2
de �. En déduire le signe de '(x) sur R et le présenter

dans un tableau.

ii) Étude de la position relative de deux ourbes

Les fontions f et g sont dé�nies sur R par :

f(x) = (2x+ 1)e−x

et g(x) =
2x+ 1

x

2 + x+ 1
·

Leurs ourbes représentatives dans un repère orthogonal R sont notées C
f

et C
g

.

• Démontrer que les deux ourbes passent par le point A de oordonnées (0; 1) et admettent en e point

la même tangente.

• Démontrer que, pour tout nombre réel x, on a f(x)− g(x) =
(2x+ 1)'(x)

x

2 + x+ 1
où ' est la fontion étudiée

i-dessus.

• À l'aide d'un tableau, étudier le signe de f(x)− g(x) sur R.

• En déduire la position relative des ourbes C
f

et C
g

.

iii) Calul d'aire

• Montrer que la fontion h dé�nie sur R par : h(x) = (−2x − 3)e−x − ln(x2 + x + 1) est une primitive

sur R de la fontion x 7→ f(x)− g(x).

• En déduire l'aire A, exprimée en unités d'aire, de la partie du plan délimitée par les deux ourbes C
f

et

C
g

et les droites d'équations x = −1

2
et x = 0.

• Donner la valeur exate puis la valeur arrondie à 10−4
de ette aire.

III- Une suite de fontions

À tout entier naturel n non nul, on assoie la fontion f

n

dé�nie sur R par :

f

n

(x) =
4enx

e

nx + 7
·

On désigne par C
n

la ourbe représentative de la fontion f

n

dans un repère orthonormal.

Les ourbes C1, C2 et C3 sont données en annexe.

1

◦
- Étude de la fontion f1

a) Véri�er que pour tout réel x, on a f1(x) =
4

1 + 7e−x

·
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Travail de vaanes

b) Démontrer que la ourbe C1 admet deux asymptotes dont on préisera des équations.

) Démontrer que la fontion f1 est stritement roissante sur R.

d) Démontrer que pour tout réel x, on a 0 < f1(x) < 4.

e) Démontrer que le point I1 de oordonnées (ln 7; 2) est un entre de symétrie de la ourbe C1.

f) Déterminer une équation de la tangente (T1) à la ourbe C1 au point I1. Traer la droite (T1).

g) Déterminer une primitive de la fontion f1 sur R, en déduire la valeur moyenne de f1 sur l'intervalle [O; ln 7].

2

◦
- Étude de ertaines propriétés de la fontion f

n

.

a) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul le point A

(

0; 1
2

)

appartient à la ourbe C
n

.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul la ourbe C
n

et la droite d'équation y = 2 ont un unique

point d'intersetion dont on préisera l' absisse. On note I

n

e point d'intersetion.

) Déterminer une équation de la tangente (T
n

) à la ourbe C
n

au point I

n

. Traer les droites (T2) et (T3).

d) Soit la suite (u
n

) dé�nie pour tout entier naturel n non nul par :

u

n

=
n

ln 7

∫ ln 7
n

0

f

n

(x) dx:

Montrer que la suite (u
n

) est onstante.

IV- Démonstration par réurrene

1

◦
- Réurrene simple

a) Démontrer par réurrene, que pour tout entier naturel n, le nombre n

3 − n est multiple de 3.

b) Démontrer par réurrene que, pour tout entier naturel n, on a :

12 + 22 + 32 + · · · + n

2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
·

2

◦
- Réurrene plus ompliquée

a) On pose u0 = 1, u1 = −1 et u

n+2 = u

n+1 + 2u
n

pour tout entier naturel n. Montrer par réurrene

que u

n

= (−1)n pour tout entier naturel n.

b) On pose u0 = 1 et pour tout entier naturel n :

u

n+1 +
1

n+ 1
(u0un + u1un−1 + u2un−2 + · · · + u

n−2u2 + u

n−1u1 + u

n

u0) = 0:

Montrer par réurrene que u

n

= (−1)n pour tout entier naturel n.

) Montrer par réurrene que, pour a > 2 et b > 2 entiers naturels, on a a+ b 6 ab.

V- Quelques problèmes (un peu) ouverts

1

◦
- Les deux astronautes

Alie et Mauriette viennent de s'o�rir un astronef �ambant neuf, et déident de l'étrenner en allant visiter

la planète Élair. Le voyage dure onze jours, et les règles de pilotage qu'elles se sont �xées sont strites : elles

pilotent à tour de r�le, haune gardant les ommandes un nombre entier de jours ompris entre un et le double

du nombre de jours de la durée de pilotage préédente (de l'autre pilote). Celle qui pilotera au moment de

l'arrivée sur Élair aura le droit de fouler le sol la première, e que haune des deux désire ardemment. Alie

prend le premier tour de pilotage, qui peut durer, à son hoix, un ou deux jours. Qui posera la première le pied

sur la planète Élair ?
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Travail de vaanes

2

◦
- Le juste prix

Le père Noël déident d'aheter des onsoles de jeu de dernière génération pour les o�rir aux enfants. Au

moment de partir du magasin, le vendeur lui fait remarquer qu'il devraient aheter également des logiiels de

jeu pour aller ave les onsoles, haque logiiel oûtant 200 euros. Le père Noël lui répond que, son budget

n'étant pas extensible, s'il o�re deux logiiels ave haque onsole, il va priver 80 enfants de onsole. Mais le

vendeur rétorque qu'en o�rant un seul logiiel ave haque onsole, il n'en privera que 50. Quel est don le prix

d'une onsole ?

3

◦
- Les identités serètes

Albert, Bruno et Christophe portent haun un nom de famille parmi : Deshamps, Deshaies et Delaforêt. Ils

sont tous les trois étudiants, mais dans des matières di�érentes : il y a un étudiant en informatique, un en

médeine et un en mathématiques. On sait les hoses suivantes :

• Deshamps a prêté à Albert un de ses livres de médeine.

• Bruno ne s'intéresse pas aux mathématiques, tout omme Delaforêt.

• L'étudiant en médeine et Deshaies sont plus âgés que Christophe.

Quel est le nom omplet et la spéialité de haun des trois étudiants ?

4

◦
- L'héritage

Trois frères ont hérité de la ave de leur onle :

• le premier a eu droit à 5/12 des bouteilles

• le seond a eu 30% des bouteilles

• le dernier a eu les 187 bouteilles restantes.

Combien y avait-il de bouteilles dans la ave ?
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Travail de vaanes

VI- Annexe

C1

C2

C3

−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

7

8

b

I1

b

I2

b

I3
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