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Avertissement : Ce livret représente une synthese des notions fondamentales qui permettent d’aborder la
Spécialité Mathématique de Terminale ou 'option Mathématiques Complémentaires* dans les meilleures
conditions.

Chaque Theme contient
— une fiche synthese des connaissances du cours de 1ére Spécialité Maths;
— une sélection d’exercices type qu’il conviendrait de savoir traiter en autonomie;

— une correction de ces exercices.

* Option Maths Complémentaires : (arrétés du 19-7-2019 publiés au Bulletin Officiel spécial n° 8 du 25 juillet 2019.)

L’enseignement optionnel de mathématiques complémentaires est destiné prioritairement
aux éléves qui, ayant suivi 'enseignement de spécialité de mathématiques en classe de
premiére et ne souhaitant pas poursuivre cet enseignement en classe terminale, ont
cependant besoin de compléter leurs connaissances et compétences mathématiques par un
enseignement adapté a leur poursuite d’études dans 'enseignement supérieur, en particulier
en meédecine, économie ou sciences sociales.

Le programme de mathématiques complémentaires s’appuie sur le programme de spécialité
de mathématiques de la classe de premiére qu'il réinvestit et enrichit de nouvelles
connaissances et compétences mathématiques, elles-mémes reliées a des thémes d’étude
ou les notions sont mises en situation dans divers champs disciplinaires.

Extrait du programme officiel de l'option Mathématiques complémentaires de Terminale

Loption Mathématiques complémentaires ne fait pas appel aux Thémes 6 et 8.




Théme n°® 1: Le second degré :
Etude de A(x) = ax® + bx + c.

Définition :

une fonction polynéme de degré 2 (appelée trinéme) est une fonction définie sur R par A(x) = ax* + bx + c, avec
a+ 0.

Les nombres a, b et ¢ s’appellent les coefficients de la fonction polynome.

Forme canonique Discriminant : A= b*> — 4ac
A(x)=a(x —a)? + S aveca = ;—Zetﬁ = f(a) = #
SiA< O alors:
A(x) = 0 n’a pas de solution
A(x) ne se factorise pas.
A(x) est toujours du signe de a.

Pour quoi faire ?
-Pour trouver les coordonnées (a; 8) du minimum (si a>0)
ou du maximum (si a<0) atteint par la fonction.

Si A= 0 alors :

- Pour dresser le tableau de variation : b
A(x)=0a une solution a = %a

Sia>0 A(x) se factorise en a(x — a)?
A(x) est toujours du signe de a

—00 a +o
A(x)
\ / SiA> O alors:
B —b+VA —-b—VA

A(x) =0 a deux solutions : x; = etx, =

2a 2a

A(x) se factorise en a(x — x1)(x — x3)
A(x) est du signe de a en dehors des racines x, et x,

Si a<0 Pour quoi faire ?

- Résoudre des équations, des inéquations.

—00 a +o0
A(x) B - Dresser des tableaux de signe.
- Factoriser.

Propriété :
Lorsque A> 0, les racines du polyndbme x; et x,
vérifient :

b c
x1+x2=_g etx1Xx2=E.

Interprétation graphique :

A>0 A=0 A<O0
y a>0 e a>0 y a>0
X, 5 X ¢ v
3 —— -
y a<0 a<0 o a<0
3 .S £ S""’ I - ‘. ‘_’\




Fiche d’exercices : théeme n°1 : second degré

Exercice n°1:
Déterminer la forme canonique du trinGme
f(x)= —x*+2x—5

Exercice n°2:
Dresser le tableau de variations sur R de la fonction f
définie par f(x) = —3(x +2)? +3

Exercice n°3 :
Résoudre les équations suivantes :
a)x2—-3x+1=0
b)x?+x+1=0
c)0,3x*=3x+75=0

Exercice n°4 :
Déterminer les racines éventuelles et en déduire, si
possible, une forme factorisée des trinbmes suivants.
a)f(x) = 3x%2 —2x+2
b) g(x) = —2x?+5x + 3
c)h(x) = 18x* —12x + 2

Exercice n°5 : sans calculatrice
Soit le trinéme f(x) = 5x% — 4x — 1.
Déterminer une racine « évidente » de f(x) et en
déduire la deuxieéme racine.

Exercice n°6 :
Dresser les tableaux de signes des fonctions f et g sur
R.
a) f(x) = —3x% —5x + 2.
b) g(x) = 2x* — 4x + 2,4.

Exercice n°7 :
Résoudre les inéquations suivantes :
a) —2x*+5x—4<0
b) —2x*+5x+3 >0

Exercice n°8 :
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x2 —6x —7
1) Déterminer les formes factorisée et canonique de

Exercice n°9 :

Associer chaque polynéme ci-dessous a la parabole qui
le représente.

a)f(x) = 3(x—3)2—-1

b) g(x) = —0,25(x —3)? — 1

ch(x)= x> —6x+7

dix) =& —-3)(—x+7)

f ().
2) Utiliser la forme la plus adaptée pour résoudre :
a)f(x) = —7.
b) f(x) = —16.
c) f(x) = 0.
b \ Z;"}".l
14
0“ -i L] ] T ] 1 1 T l}
| | \ 9P
] [ \

Corrigé de la fiche d’exercices : théme n°1 : second degré.

Corrigé n°1:
a= —-1;b=2 etc= —5.
b 2

= —— = ——=1

2a -2
B=fla)=f(1)= -4
Donc f(x) = —1(x — 1)? — 4.

Corrigé 2 :
a= —
a= —2etf=3.
Donc:
—00 —2 ~+o0




Corrigé 3 : Corrigé 4 :
a)A=5>0. a)A = —20.Donc f n'est pas factorisable.
Doncx1=¥etx2=3+2\/§_ b)A=49 et x; = ——etxz— 3.
b)A=-3<0. Doncg(x) = — ( ) (x —3).

Pas de solution. A=0et x, = 1
c)A=0 - 073
Donc x, = _5 =5 Donc h(x) = 18 (x )
Corrigé 5 : Corrigé 6 :
x; = 1 est une solution évidente de f(x) = 0, car a) A=49
. c 1 3
Onsaitquex; Xx; =—= —. Comme a < 0 on obtient :
Donc x, = —§
X - -2 % +o0
S - 0 + 0 -
b)A=-3,2<0.
Comme a > 0 on obtient :
x |=® +%
9(x) %

Corrigé 7 : Corrigé 8 :

aJA= —-7<0. 1) A= 64 ,doncx; =7 etx, = —1.

Donc — 2x* 4+ 5x — 4 est toujours du signe de

a= —2.

L’ensemble solution est S = R.

b)A=49 etx; = —%etxz =3.

Donc - 2x? 4+ 5x + 3 estdusignedea (a = —2) en
dehors des racines.

DoncS=]—%;3[.

f)=E+1Dx-7).
a=3etf = —16.
Donc f(x) = (x — 3)% —
2)a) f(x) = —7.

On utilise la forme développée :
x> —6x—7= —7,.

Doncx? —6x =0

Soitx(x — 6) = 0.

D'oux =0oux =6.

b) f(x) = —16.

On utilise la forme canonique :
(x—3)2-16 = —16.

Donc (x —3)2 = 0.

D'oux = 3.

c) f(x) = 0.

On utilise la forme factorisée :
x+1Dxx—-7)=0.
DoncS =] —oo; —1]U

[7; + oo].

f est représentée par P,.
g est représentée par P,.
h est représentée par P;.
i est représentée par P;.

Corrigé 9 :
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A. NOTION DE SUITE NUMERIQUE

Définition :

Une suite u est une fonction définie sur I’ensemble N des nombres entiers naturels.

L’image du nombre entier naturel n par la suite u, notée u(n) ou wu,, est appelée terme d’indice n ou
de rang n de la suite.

Exemples :

o Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, = n? + 1.

On dit que cette suite est définie par une formule explicite.

o Soit (vy,) est la suite définie par vy = 10 et pour tout nombre entier naturel n, v,41 = §vn — 1.

On dit que cette suite est définie par une relation de récurrence.

B. SENS DE VARIATION

' Définition :
(uy) est une suite définie sur 'ensemble N des nombres entiers naturels.
e Dire que la suite (u,) est croissante a partir d’un indice p signifie que, pour tout nombre entier
naturel n 2= p, upy1 = Up.

o Dire que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un indice p signifie que, pour tout nombre entier
naturel n 2> p, upy1 < Up.

¢ Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

Plusieurs méthodes :

o Siwu, = f(n) alors on peut étudier le sens de variation de la fonction f pour en déduire le sens de
variation de la suite (u,).

e Sinon on peut étudier le signe de up+1 — Up,.

U
e On peut aussi comparer "+l avec 1 ... mais il faut que pour tout n € N, u,, > 0.

Un

C. SUITES ARITHMETIQUES

Définition :
Dire qu’une suite (u, ) est arithmétique signifie qu’il existe un nombre réel r tel que pour tout nombre
entier naturel n, Ung1 = Up + T

Le nombre réel r est appelé raison de la suite (uy,).

Remarque :
Une suite est arithmétique lorsque ’on passe d’un terme au suivant en ajoutant toujours le méme nombre r.

Propriété :
Si (up) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tous nombres entiers naturels n et p,

Up = Up + (n — D)7

En particulier, pour tout nombre entier naturel n, Uy, = Ug + N1,

Propriété :
. n(n+ 1)
Pour tout nombre entier naturel n non nul, 1+2+---+n ==

1/8
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D. SUITES GEOMETRIQUES

Définition :
Dire qu’une suite (u,) est géométrique signifie qu’il existe un nombre réel ¢ tel que pour tout nombre
entier naturel n,

Up+1 = 4 X Up

Le nombre réel ¢ est appelé raison de la suite (uy,).

Remarque : Une suite est géométrique lorsque 'on passe d’un terme au suivant en multipliant
toujours par un méme nombre ¢ (non nul).

Propriété :
Si (up) est une suite géométrique de raison g, alors pour tous nombres entiers naturels n et p,

Up =Up X ¢"7P

En particulier, pour tout nombre entier naturel n, U, = ug X q".
Propriété :
1— qn+1
Si ¢ # 1 alors pour tout nombre entier naturel n, 1+ ¢+ ¢*... +¢" = o
—4q

2/8
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FEzercices sur les suites

Exercice 1

Pour chacune des suites définies pour tout entier naturel n, calculer les termes w1, us et us.

a) ug b) ug o) ug d) ug
Uptl = Up — 3 Up41 = Uy, Upt1 = dun — 3 Uptl = Up + 1+ 3

Exercice 2
On définit sur N les suites suivantes :
a) u, =2n+3 b)v, = (n+1)(n+ 3) c) wy =3 x2" d) a, = —
1. Pour chacune de ces suites, calculer les 3 premiers termes.

2. Déterminer la nature de chacune de ces suites. Justifier.

Exercice 3

On donne le programme suivant : @ def suite(m):

a) Quelle est la valeur affichée en sortie par ce programme = u=5
avecn =37 for i in range(n):
u=u+2
. . o
b) Quel est le role de cet algorithme print (u)

¢) Modifier ce programme afin de calculer le terme wu,, de
la suite géométrique (uy,) de premier terme ug = 7 et de
raison 2.
Exercice 4
Pour chacune des suites suivantes, calculer usg.
1. La suite (u,) est arithmétique de raison r = 5 et telle que uj9 = 3.
2. La suite (uy,) est arithmétique de raison r = 3 et telle que ug = 18.
ug = 2

3. La suite (uy,) est définie par
Upi1 = Up + 7

Exercice 5
Pour chacune des suites suivantes, calculer vyg.
1. La suite (v,) est géométrique de raison ¢ =5 et telle que vig = 3.
2. La suite (vy,) est géométrique de raison ¢ = 3 et telle que vyy = 36.
v =3

3. La suite (v,,) est définie par {
Un+1 = 2up,

Exercice 6

On place un capital Cyp = 6000 € & 2 % par an avec intéréts composés. Cela signifie que les intéréts
d’une année s’ajoutent au capital, et que, 'année suivante, ils rapportent eux aussi des intéréts.

On note C), le capital obtenu (ou « valeur acquise ») au bout de n années.
1. Calculer C; puis Cs.
2. Donner pour tout entier n, ’expression de C),4+1 en fonction de C,,.

3. En déduire une expression de C,, en fonction de n. Déterminer une valeur approchée de Cyg.
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Exercice 7
La suite (uy,) est définie par ug = 5 et par la relation u,+1 = 3u, + 4, pour tout entier naturel n.

1. Calculer uq et us.
2. Soit la suite (ay) définie pour tout entier naturel n par a,, = u, + 2.
a) Exprimer a, 1 en fonction de a,.
b) En déduire que la suite (a,,) est géométrique. Donner sa raison et calculer ay.

3. Exprimer a,, en fonction de n puis u, en fonction de n.(Vérifier les valeurs de ug, u; et us.)

Exercice 8

Calculer et arrondir au millieme :

1 1
a) S=1+4+16+ -+262144  b) S=9+3+1++... +—

Exercice 9

Un site de jeu vidéo en ligne possédait, en 2020, 500 000 abonnés dans le monde. Un administrateur
du site remarque que chaque année, 20000 nouvelles personnes s’abonnent tandis que 10 % ne se
réabonnent pas.

On note, pour tout nombre entier naturel n, u,, le nombre d’abonnés en milliers en (2020+n).
Ainsi ug = 500.
1. Calculer uq et us.
2. Exprimer u,4+1 en fonction de u,,.
3. On note, pour tout nombre n de N, v,, = u,, — 200.
a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique.
b) Exprimer v,, puis u, en fonction de n.
4. Etudier le sens de variation de la suite (u,) et interpréter le résultat obtenu.

5. Etudier la limite de la suite (u,) et interpréter le résultat obtenu sur le nombre d’abonnés & long
terme.
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Correction - Suites

Exercice 1

a) En utilisant la relation de récurrence, on a :

uy = u0—3 U = u1—3 us = U,Q—?)
= 7-3 = 4-3 = 1-3

b) De la méme fagon, on trouve u; = 12, uy = 36 et uz = 108.
¢) On obtient : uy =5, ug = 17 et ug = 65.

d) En utilisant la relation de récurrence, on a :

up = ug+0+3 u = ur+1+3 Uz = uUs+2+4+3
= —1+3 = 244 = 6+5
= 2 = 6 = 11

Exercice 2

a) w = 2x0+3 w = 2x1+3 up = 2x2+3
up —ug = ug —ug = 2. La suite (u,) semble arithmétique de raison 2.
Soit n € N : Up+1 —Up, = (2(n+1)4+3)—(2n+3)
= 24244273
= 2

On a bien, pour tout entier naturel n, Up+1 = up + 2.

La suite (uy,) est donc arithmétique de raison 2.

b) vy = (0+1)x(0+3) v = (1+1)x(1+3) vg = (2+41)x(2+3)
= 3 = 8 = 15
Onawvi—vy#vy—v =2et l =+ %2 La suite (vp) n’est ni arithmétique ni géométrique.
o U1
c) wy = 3x2° w; = 3x2! wy = 3x 22
— = =2 =2 La suite (wy,) semble géométrique de raison 2.
wo w1
1
Soit n € N, w,, >0 et : Wn+1 B x 2mt
W, 3 x 2n
— 2n+1—n
= 2

On a bien, pour tout entier naturel n, wp+1 = 2w,.
La suite (wy,) est donc géométrique de raison 2.

3 3 3
d) @0 = % @ = 5 2 = w3
3
-7 =3 - %
ay ag 1 . , sys . 1
— = — = —. La suite (a,) semble géométrique de raison —.
ag ai ) 5
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Soit n € N, a, >0et :

an+1  jntl
a 3
5n
I
_5n+1X?
1
5
1

On a bien, pour tout entier naturel n, ap+1 = gan.

La suite (a,) est donc géométrique de raison 5

Exercice 3

a) La variable u contient au départ la valeur 5 puis on « tourne » 3 fois dans la boucle. La variable
u prend successivement les valeurs 7; 9 et 11. A la sortie, le programme affiche la valeur de la
variable u qui est donc 11.

b) Ce programme calcule le terme de rang n de la suite (u,) définie par ug =5 et up41 = uy + 2.

def suite(n):
u=7
c) for i in range(n):
u=u%*2
print (u)

J

Exercice 4

1. D’apres la propriété du cours : 55 = w94 (20— 12) x 7
3+8x5
= 43

2. D’apres la propriété du cours : o, = gy + (20 — 22) x r
= 18—2x3
= 12

3. (up) est arithmétique de raison 7.

D’apres la propriété du cours, pour tout entier n € N, u,, = ug + nr.
ug = ug+20xr

= 2420x7
= 142

Exercice 5

1. D’apres la propriété du cours : Vo = wvig X g0 10
3 x 5
= 1875

s s . _
2. D’aprés la propriété du cours : vag = g X ¢207%2

= 36x372
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3. (up) est géométrique de raison 2.

D’apres la propriété du cours, pour tout entier n € N, u,, = ug x ¢".

V20 = Vg X q20
= 3x2%
= 3145728
Exercice 6
2 2
1. Ona: C; = 6000x<1+m> Cy = 6120X<1+ﬁ>
= 6000 x 1,02 = 6120 x 1,02
= 6120 = 62424

2. Le capital obtenu augmente de 2 % par an.

On a donc : o _ 1 2
n+l = nx("i‘ﬁ)

= C, x1,02

3. La suite (C),) est donc géométrique de raison 1,02. D’apres la propriété, pour tout n € N,
C, = Cy x 1,02" ou encore C,, = 6000 x 1,02™.

Exercice 7

1. up = 3ug+4 uy = 3u; +4
= 3x5+4 = 3x19+4
= 19 = 61
2. a) On a, pour tout n € N : Uni1 = Uppr +2
= 3u, +4+2
= 3u,+6
= 3(up+2)
= 3a,

b) On en déduit que la suite (a,) est géométrique de raison 3.

De plus, a = up-+2

= 5+2
= 7

3. On a donc pour tout n € N: a,, =7 x 3". Or, on a aussi u, = a, — 2.

Par conséquent : U, = Tx2"—2
On vérifie :
ug = 7x3°-2 w = 7Tx3'—2 uy = Tx32-2
= 7-2 = 21-2 = 632
= 5 = 19 = 61

7/8
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Exercice 8

a)

S = 1+4416+---4+262144
= 1+4+42+.. .+ 4°

1—410
= ~ 349525
1-4
b) S = 943 tl4ot. 4t
B 3777129
= 9><1+9><1+9><<1>2+ +9><<1>8
B 3 3 3
1 12 1\8
p— 9 1 —_ —_ . e pa—
><< rgt(5) + +(3)>
1\* 1\*
- (3) - (3)
= 9x 1 = 9 x 5
1- = z
3 3
27 1\°
= —|1—-(= ~ 13,5
(1))~
Exercice 9
500 x (1 10)—1—20 470 x (1 10)+20
. u = _— u f— -
1. On a: 1 100 1 100
= 500 x 0,9+ 20 = 470 x 0,9+ 20
= 470 = 443
. D’aprés I'énoncé, pour tout n € N:  wupyq1 = 0,9u, + 20
. a) Pour tout n € N : Upnt1 = Ups+1 — 200
= 0,9u, + 20 — 200
= 0,9u, — 180
= 0,9(u, — 20)
= 0,9v,
b) La suite (v,) est géométrique de raison 0,9.
De plus, vg = ug— 200
= 500 — 200
= 300
On a donc pour tout n € N : v, = 300 x 0,9™.Or on a aussi u,, = v, + 200.
On a donc : up = 300 x 0,9" + 200
. Pour tout neN: v, —v, = (300 x 0,97t ¢ 200) — (300 x 0,9™ 4 200)

= 300 x 0,9""! 4200 — 300 x 0,9" — 260
= 300%0,9" x0,9—300x0,9" x 1

= 300 x0,9"(0,9 — 1)

= 300 x 0,9"(—0,1)

= —30x0,9" <0

La suite (uy) est strictement décroissante sur N.

. Lorsque n devient trés grand, 0,9" devient tres proche de 0 et donc 300 x 0,9" devient lui aussi

trés proche de 0.
Par conséquent la limite de la suite (u,) est 200.

On en déduit que, selon cette modélisation, sur le long terme, le nombre d’abonnés se stabilisera

a 200 000.
8/8



Theéme 3 Dérivation Cours
1. Nombre dérivé.Tangente

Définition

f est une fonction définie sur un intervalle I et a et a + h sont deux réels de I avec h # 0.

fla+h)—f(a)

On appelle taux d’accroissement (ou de variation) de f entre a et a + h le rapport - On le note t(h)

Définition On dit que f est dérivable en a lorsque t(h) tend vers un nombre réel quand h prend des

valeurs proches de 0. Ce réel est appelé nombre dérivé de f en a et est noté f’(a). On écrit alors

f’(a):hm f(a"'h)_f(a)

h=0 h

Définition Lorsque f est dérivable en a, on appelle tangente a la courbe Cf au point d’abscisse a la

droite T passant par A(a;f (a)) dont le coefficient directeur est le nombre dérivé f’(a).

fla) .

>

Propriété. Soit f une fonction dérivable en a. 1
L’équation réduite de la tangente T, a la courbe de f au point d’abscisse a est :

y=f"(a)(x—a)+f(a)

2. Fonction dérivée.

Sdboooay

Définition : f est une fonction définie sur un intervalle I (ou une réunion d’intervalles).
Lorsque f est dérivable en tout point de I, on dit que f est dérivable sur 1.

Alors la fonction qui a tout réel x de I associe le nombre dérivé [ '(X) est appelée fonction dérivée de f. On lanote : f

Tableau des dérivées des fonctions usuelles.

Fonctions Fonction f Fonction dérivée f ' f Dérivable sur
' = IR
Constante f(X):k f (X) 0
o k est réel
Affine f(x)=ax+b|  ['(x)=a R
Avec a et b réels

Carré f(x)=x° f'(x)=2x IR

Puissance f(x)=x" f'(x)= nx" 1 L'ensemble de définition de f

Avec n entier

IR*

Inverse f(x):l f'(x):—iz
X X
_— B o 1 103+ oo
Racine carrée f(x):\/x f (X) 5 ;
Exponentielle f( x):ex f ’( x):ex IR




Opérations sur les fonctions dérivées.

Fonctions
u et v sont deux Deérivées Domaine de dérivabilité
Jonctions
kXu avec k réel kxu' Domaine de dérivabilité de u
u+v u'+v' Domaine de dérivabilité de u et v
uxy u'xXv+v'xu Domaine de dérivabilité de u et v
Cas particulier du 2XuXu'

scédent u2 Domaine de dérivabilité de u
precedent :

u'Xv—v'Xu

u Domaine de dérivabilité de u et v avec domaine ou v
v V2 non nul
ax+b
axe
eax +b IR

Exercices|

Exercice 1.
On considere une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [-6;1]. Soit C, sa représentation
graphique dans un repere (O; i,7)).Ona €galement tracé trois tangentes d, ,d, et d; a C;

respectivement en A |— %;— % ,en B(-4 ;-2) eten O. On admet que d, est parallele a 'axe des
abscisses.
1. Déterminer graphiquement les nombres dérivés de fen x;, =—4, en x, :—% eten b
A
X3 =0. d :

2. Lire graphiquement les équations des tangentes d; et d5

Exercice 2.

On considere les fonctions f et g définies par f (x)=— X +4 et g(x) =x’—4x+6 et dérivables
sur IR. On note leur courbe représentative C, et Cg . On appelle A le point de coordonnées
(1;3). (Courbes ci-contre).

1. Démontrer que C, et C, admettent une tangente commune T en A.

2. Donner I'équation réduite de la tangente T et la tracer sur le graphe ci-contre.

Exercice 3

On considere la courbe représentative C, de la fonction f définie par f (x)=- x’+2 x+8 et dérivable
sur R. Soient D le point de C, d’abscisse 4 et d la tangente en D a la courbe C, . (Courbe ci-contre).
1. Déterminer I'’équation réduite de la tangente d.
2. FEtudier la position relative de la courbe C, par rapport a sa tangente d. <

Q |4
(]

-




Exercice 4
On considere la fonction f définie par f (x)= x'—4x et dérivable sur R et la droite d d’équation y=—x+1.

1. Démontrer que la courbe représentative de f admet exactement deux tangentes paralleles a la droite d en des points que I'on
déterminera.

2. Etablir les équations de ces deux tangentes.
Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, calculer f '(x) sur ensemble I de R.
1. f(x)=x'+4x’+5x—6 sur R
2. f(x):x/}+% sur I= |0;+o0]
3. f(x)=e(x’—x+1) sur R

4. f(x):%(xz— 1) surR*

-1
5. =X R
fx) xi+x+1 S



CORRIGES
Exercice 1

Par définition, le nombre dérivé de f en —4 est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f

au point d'abscisse —4, c'est-a-dire celui de dy qui passe par les points de coordonnées (=4 —2) et d
. -5—(=2) . =
) =—F——F =—3
(~2:-5) onadonc: -2 (-4 2,
5
De méme, pour le nombre dérivé de fen 2. 0nlit le coefficient directeur de la tangente a la courbe =
i j
de fau point d'abscisse 2, c'est-a-dire celui de dy, Et comme 1 est paralléle a I'axe des abscisses o =
] 1
ffl—-]=0
alors 2 . B
Enfin, on procéde de méme pour le nombre dérivé de f en 0 : on lit le coefficient directeur de la
tangente & la courbe de fau point d'abscisse 0, c'est-a-dire celui de ﬁrsqui passe par O[0:0) et par A

0—(=5) 5 :
0—(-2) 2 d,

F1(0) =

le point de coordonnées | —2;—5) onadonc:

d, apour équation : y=— % (-25/ 8 étant 'ordonnée de A)

DTSN |
d; a pour équation : y=5x

Exercice 2
On considere les fonctions f et g définies par f (x)=—x’+4 et g(x)=x’—4x+6 et dérivables sur IR. On note leur courbe
représentative C, et Cg . On appelle A le point de coordonnées (1;3). (Courbes ci-contre). c

5 &

1. Démontrer que C; et C, admettent une tangente commune T en A.

Ona f(1)=—1°+4=3 et g(1)=1"—4x1+6=3 Donc A(1;3) est commun aux deux
courbes.

f'(x)=—2x et f'(1)=—2%x1=-2

g'(x)=2x—4 et g'(1)=2x1-4==2
En A, les tangentes respectives a la courbe de f et de g ont le méme coefficient directeur -2, r
elles sont donc confondues.

Son équation réduite est : y=f'(1)(x—1)+f(1) avec f'(1)=—2 et f(1)=3 donc / .

y=2(x—1)+3 soit[ y=—2x+5]|

Exercice 3

On considere la courbe représentative C, de la fonction f définie par f (x)=- x+2 x+8
1. Déterminer ’équation réduite de la tangente d c
On peut lire graphiquement que le coefficient directeur de la tangente d en 4 est —6=1"'(4) . ’
Comme une équation de la tangente est y=f'(4)(x—4)+f(4) avec f(4)=0 Latangente d a
pour équation y=—6(x—4)+0 soit

2 Etudier la position relative de la courbe C ¢ Par rapport a sa tangente d.

Méthode : on étudie le signe de A (x)=—x"+2x+8—(—6x+24)=—x"+8x—16 expression du
second degré

On calcule A=8 —4x(—1)x(—-16)=64—64=0 a une racine :

b -8
- = =4 1
2a 2)(( 1) on a donc le

signe de A(x):—(x—4)2

X — 4 +00

A(®) . 0 .

Position de la courbe relativement a d Courbe en dessous de d Contact Courbe en dessous de d

Exercice 4
On considere la fonction f définie par f (x)= X' —4x et dérivable sur IR et la droite d d’équation y=—x+1 .

Démontrer que la courbe représentative de f admet exactement deux tangentes paralleles a la droite d en des points que I'on
déterminera.

Ona f'(x)=3x2—4 Sl existe des valeurs x, telles que la tangente en x, est parallele 2 la droite d d’équation y=—x+1 , alors
3x,2-4=—-1 & x02: 1 & xy=—1 ou x,=1 Ilyadonc deux tangentes, en -1 et 1 paralléles a la droite d d’équation y=—x+1

Pour xo=—1, f(=1)=(=1)=4x(—=1)=—1+4=3, la tangente au point A(-1;3) a pour équation y=—1(x+1)+3 & y=—x+2
Pour x,=1 , f(1)=1’-4x1=-3, la tangente au point B(1;—3) a pour équation y=—1(x—1)+(-3) & y=—x—2




Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, calculer f'(x) sur I'ensemble I de R.

1. f(x)=x'+4x’+5x—6surR  f'(x)=3x"+8x+5

2. f(x):ﬁ% sur T= |0;+o0] f’(x):z\l/}_%

3. f (x):ex(xz—x+ 1) sur R on utilise la formule de dérivation d’'un produit : (Ll X V) '=u'Xv+v'Xu

f ’(x):eiggf:x+ 1)+e;(2 x—1)=e" (X’ —x+1+2x—1)=¢"(x"+x)

N

On n’oublie pas de mettre en facteur I’exponentielle

4. f(x):%(xz— 1) sur R*

Dans ce cas, est conseillé de développer f (x) avant de dériver. :

f(x):lsz_l:x_l On dérive alors : f'(x):]— —Lz :]+L2
X by by X N
x—1 . ) . u ,_U'XV—V'XU
5. flx)= 2 sur R. On va appliquer la formule de la dérivée d’un quotient (—) =
x +x+1 Vv V2

1><(x2+x+1 )—(2x+1)x(x—1) X Hx+ 12742 x—x+l —x+2x+2
(x*+x+1)° B (F+x+1) T (XCex+l)

f(x)=




SPECIALITE MATHS

Théme 4 : PROBABILITES CONDITIONNELLES

1) Probabilté sachant A

Définition :

La probabilité sachant A de I'événement B, notée P4 (B) est Po(B) =

conséquence : P(ANB) =P(A) x Po(B)

A et B sont deux événements avec P(A) #0

P(AnB)
P(A)

2) Indépendance

Définition :
P(AnB) =P(A) x P(B)
PA(B) =P(A) (lorsque P(A) # 0)

conséquence :

Dire que A et B sont deux événements indépendants signifie que

3) Arbre pondéré

P 5 % P(AND) = P(A) x PA(D)

PO \6 P(AND) =P(A) x PA(D)

/D * PBnND)=P(B)xPg(D)

P(BND)=P(B) x P(D)
* P(CND)=P(C) x Pc(D)

P(CND) =P(C) x Pc(D)

4) Partition de 'univers E
A, B et C représentent une partition de E

Cette partition induit une parti-
tion des événements D et D du

Cela signifie que :
ANB=g, ANC=g,

BNC=2 et AUBUC=E. 2° niveau de branches.

AND

E cnD

5) Formule des probabilités totales

(On réunit les trois chemins * qui réalisent D)
P(D) = P(AND)+P(BND)+P(CND)

P(D) = P(A) X P, (D) + P(B) X Pz (D) + P(C) X P, (D)

6) Répétition de maniere indépendante

a) On considere |'expérience aléatoire de loi
issues e e es
probabilité p1 p2 p3

c) Par indépendance| P(e;;e) = p; x p;

Exemples :

Sil'on tient comple de l'ordre : P(e3, 1) = p3 x p1 = p1P3

Sans tenir compte de 'ordre : P({e, e3}) = p3 x p1 + p1 X p3 =2p1p3

b) On la répéte deux fois de maniére indépendante.

el

p1
/lz/
e ————

\ e2
p1 r3 e3
P1 el
/PZ/
e e
p2 \
p3 e3
P3 P1
/ﬂz/
P3

e3

el

VARIABLE ALEATOIRE REELLE

Définition :

Apres avoir réalisé une expérience aléatoire d'univers E = {ej, 2, e3},
il arrive souvent qu’on associe a chaque issue e; une valeur réelle x;.

On dit qu’on a construit une Variable aléatoire X sur I'expérience.

Laloi de probabilité de X est

Exemple : On choisit un mois au hasard en 2021 (loi

d’équiprobabilté).
nombre de jours du mois.

La loi de probabilité de X est

Soit X la variable aléatoire qui prend comme valeur le

valeurs X1 X X3
probabilité| PX=x;) PX=x2) PX=x3)
EspérancedeX: EX)=p1x;+ p2Xx2+ p3xs

VariancedeX: V(X) = p; (x1—E(X))*+ pa (x2—EX))* + p3(x3s—EX))?

Ecart-typedeX: oX) =vVX)

valeurs 28 30 31

1 4 7
probabilité — — —
12 12 12

E(X) = 30,42 jours en moyenne par mois de 'année.
VX) = 0,743 et 0X) = 0,862 donc I'écart moyen des
mois par rapport a la moyenne est de 0,86 jours.

"Dela 1ére ...vers la Terminale"




lére PROBABILITES CONDITIONNELLES ET VARIABLES
ALEATOIRES : EXERCICES TYPES

Exercice 1 : Tirage sans remise et probabilités conditionnelles

Une urne contient deux boules blanches et trois boules noires.

On tire au hasard et successivement deux boules dans cette urne sans
remise, c’est-a-dire sans que la boule tirée ne soit remise dans l'urne.
On considere les événements suivants :

B, : « La boule tirée au premier tirage est blanche »

N, : « La boule tirée au premier tirage est noire »

B, : « La boule tirée au deuxieme tirage est blanche »

N, : « La boule tirée au deuxiéme tirage est noire »

1) Décrire cette situation a I'aide d’un arbre probabiliste

2) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche au
deuxiéme tirage sachant que I’'on a tiré une boule noire au
premier tirage ?

3) Déterminer la probabilité d’obtenir deux boules blanches.

4) Déterminer P(B,)

5) Déterminer la probabilité d’obtenir une boule blanche au
premier ou au deuxieme tirage.

Exercice 2 : Un jeu équitable ?

Jack propose a Lewis le jeu suivant : un sac contient 3 boules noires et
une boule rouge. Lewis tire au hasard et successivement deux boules
dans ce sac avec remise, c’est-a-dire il tire une boule, note sa couleur,
la remet dans le sac puis tire de nouveau une boule. Si les deux boules
tirées sont noires, Jack verse 1€ a Lewis. Si les deux boules tirées sont
rouges, Jack verse 10€ a Lewis. Si les deux boules tirées sont de couleurs
différentes, Lewis verse 3,50€ a Jack.

On note G la variable aléatoire discréte qui, a chaque tirage, associe le
gain de Lewis.

1) Compléter I'arbre de probabilités.

2) Déterminer la loi de probabilités de G, que I'on donnera sous
forme de tableau.

3) Calculer I'espérance mathématique de G.

4) Le jeu est-il équitable ? Justifier. Lewis doit-il jouer ?

Exercice 3 : D’aprés Bac S : Asie juin 2007

Une fabrique artisanale de jouets en bois vérifie la qualité de sa
production avant sa commercialisation. Chaque jouet produit par
I’'entreprise est soumis a deux contréles : d’une part I'aspect du jouet est
examiné afin de vérifier qu'il ne présente pas de défaut de finition,
d’autre part sa solidité est testée.

Il s'avere, a la suite d’'un grand nombre de vérifications, que :

* 92 9% des jouets sont sans défaut de finition ;

e parmi les jouets qui sont sans défaut de finition, 95 % réussissent le
test de solidité ;

e 2 % des jouets ne satisfont a aucun des deux contréles.

On prend au hasard un jouet parmi les jouets produits. On note :
e F I'événement : « le jouet est sans défaut de finition » ;
e S |’événement : « le jouet réussit le test de solidité ».

1) Montrer que 93.4 % des jouets ont réussi le test de solidité

2) Un jouet a réussi le test de solidité, calculer la probabilité qu’il
soit sans défaut de finition.

3) FEtude d’une variable aléatoire X. Les jouets ayant
satisfait aux deux contrbles rapportent un bénéfice de
10€, ceux qui n‘ont pas satisfait au test de solidité sont
mis au rebut, les autres jouets rapportent un bénéfice
de 5€. On désigne par X la variable aléatoire qui associe
a chaque jouet le bénéfice rapporté.

a. Déterminer la loi de probabilité de la variable
aléatoire X.

b. Calculer I'espérance mathématique de la variable
aléatoire X.



lére

PROBABILITES CONDITIONNELLES ET VARIABLES
ALEATOIRES : UNE CORRECTION

Exercice 1 : Tirage sans remise et probabilités conditionnelles k 1 10 -3,5
PG=H) S| E
Q) 16 (16) (16)
1
z _ 9 1 6\ _
) 3 B2 39 E(G)=1x(2)+10x(Z)-35 x (L) = -0.125
5 B1 3 N2 4) E(G) # 0 donc le jeu n’est pas équitable. Lewis ne doit pas jouer
2 5 car en moyenne il va perdre 0.125 €.
x B2
3 N1<
5 3 N2
a

2)Py.(By) = % (voir sur l'arbre)
3) P(By N By) = P(By) X Py,(Bs) = 0.4 x 0.25 =
4)P(By) = P(N;NnBy) + P(B1NB;) = 0.3 + 0.1

5)P(B1 U B2) = P(B1) + P(B2) - P(B1 N B2) = 0.4 + 0.4 -0.1 = 0.7

Exercice 2 : Un jeu équitable ?

1)
1
1 R<R
4 3 N
4 l R
1
3
a
2 PG=1)=0)x (=)

o= 10 = ()= (- (2

P(G = -3.5) = ZXG)XG) _ (%)

On conclut avec la loi de probabilités de G :

Exercice 3 : D’aprés Bac S : Asie juin 2007

Données de I’exercice :

0.1 0.95 S
- 0.4 0.92 F< _
S 7 —
0.05 P(F nS) =0.02 donc on
0.75 S peut en déduire
0.25 S P(FnS) 0.02
- Pﬁ(g: P(F) =008=
1) PS)=P(FnS)+ P(FnS) = :
0.92x0.95+0.08x0.75 = 0.934
2)  Ps(F) = ”(%:_f) = 27 = 0.936
3) a.P(X=0)=P@E)=1-P(S)=0.066
P(X=5) = P(F nS) = 0.06
P(X=10) = P(FNS) = 0.874
On conclut avec la loi de probabilités de X :
k 0 +5 +10
P(X = k) 0.066 | 0.06 0.874

b. E(X) = 0x0.066+5%0.06+10x0.874=9.04 euros



Theme 5 : Applications a la dérivation

Théoreme : fest une fonction dérivable sur un intervalle 1.

= Si f'estpositive surl (sauf éventuellement en des points isolés ou elle s'annule),
alors f est strictement croissante sur I.

= Si f'estnégative surl (sauf éventuellement en des points isolés ou elle s'annule),
alors f est strictement décroissante sur I.

= Si f'(x)=0pour toutréel x e l,alors fest constante sur I.

A retenir : Connaitre le signe de la dérivée f’ permet de déduire les variations de f.

Remarque : Réciproquement, la connaissance des variations de f permet aussi de trouver le
signe de f.

Exemple : La courbe ci-contre représente la dérivée f’ d’'une
fonction f définie et dérivable sur [-3; 2].

Quel est le sens de variation de f sur l'intervalle [-3; 2] ? '

Solution :
On peut lire graphiquement le signe de la fonction f”.
On obtient ainsi le tableau conjoint du signe de f’ et des variations de f.

X -3 -2 -1 1 2

Signe de f’(x) - 0 + 0 - 0 +
Sens de
variation de f \ / \ /

N.B. : Sans la courbe de f ou I'expression de f (X), il n’est pas possible d'indiquer les images par
fdans la derniére ligne du tableau.




Fiche d’exercices : theme 5, applications a la dérivation

Exercice n°1 :
Dans le repére ci-contre, la courbe (C) ci-contre est celle

de la dérivée f’ d'une fonction f définie et dérivable sur

I'intervalle [-2 ; 5].

Etudiez les variations de fsur l'intervalle [-2 ; 5].

Exercice n°2 :
La capacité de production d'une entreprise est de x centaines d’objets de luxe, 0 < x <350.

Le bénéfice pour x centaines d’objets produits est donné, en euros, par la fonction B telle
que:

B(x) = —0,1x° + 28,125x* + 750x — 30 000.

1) Calculez B'(x) pour tout réel xtel que 0 < x <350.

2) a) Dressez le tableau de variation de la fonction B sur I'intervalle [0; 350].
b) Quelle quantité d’objets produits permet d’obtenir un bénéfice maximal ?
Que vaut ce bénéfice maximal ?

Exercice n°3 :
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x* —8x* + 2.

1) Calculez f '(x) pour tout réel X puis factorisez son expression.

2) Dressez le tableau de variation de fsur R . Détaillez la démarche.
3) Déduisez-en un encadrement de f (x) lorsque X appartient a I'intervalle [0; 2].

Exercice n°4 :
On considére la fonction g définie pour tout réel x par g(x) = (3x—2)e”.

Le but de l'exercice est de déterminer si g admet un minimum ou un maximum sur R.

1) Utilisez le menu graph de la calculatrice pour émettre une conjecture.
2) Démontrez votre conjecture.




Corrigé des exercices : theme 5, applications a la dérivation

Corrigé n°1 :
Dans cet exercice, on a la courbe (C) de f’ sur P’intervalle [-2 ; 5].
On lit donc graphiquement le signe de f > et on en déduira le sens de variation de f.

* La courbe (C) coupe I’axe des abscisses en -1 ; 1 et 3donc f” s’annule en x =-1, x =1 et x = 3.
* La courbe (C) est au-dessus de 1’axe des abscisses sur I’intervalle [-1 ;1] et sur I’intervalle [3 ;5].
Par conséquent, /” est positive sur ces deux intervalles. /” est négative sur [-2 ;-1] et [1;3].

On en déduit le tableau suivant :

X -2 -1 1 3 5
Signe de f ’(X)

_ 0 + 0 - 0 +
Sens de variation de f \ / \ /

1) B'(x) = —0,1x3x” + 28,125x 2x + 750 %1 donc |B'(x) = —0, 3x* + 56, 25x + 750

2)* |Etude du signe de B'(x) :| B' est une fonction polynéme du 2nd degré.

A =b2—4ac =56,252—4x(-0,3)x 750 = 4064,0625 > 0
L'équation B'(x) = 0 admet deux solutions :

_b—JA _56,25-6375 120 . _-b+A 56,25+6375
% 2a 2x(-0,3) -0,6 2 2a 2x(-0,3)

B'(x) est du signe de a =-0,3 "a l'extérieur des racines" donc B'(x) est négatif sur [200; 350].

=-12,5<0 (x, #[0;350])

B'(x) est positif "a lintérieur des racines" donc sur [0;200].

On en déduit que |B est strictement croissante sur [0; 200] et strictement décroissante sur[200;350].

b) Tableau de variation de B :

X 0 200 350 On obtient a I’aide de la
Signe de B'(x) + 0 - calculatrice :
B(0) = - 30 000.
Sens de variation / 45000 \ B(éo%l) = 445 000.
de B -30 000 609 687,5 B(350) = - 609 687,5
c) Le bénéfice est maximal pour x = 200 centaines d‘objets| (20 000 objets).
Ce bénéfice maximal est égal a B(200) = 445 000 euros|.
Corrigé n°3 : 1) f'(x)=4x>-8x2x+0=4x>—-16x=|4x(x2—4)| en factorisant
2).On étudie le signe de f ’(x) : 4x = 0 équivaut a x = 0. x2—4 =0 équivaut a x2 =4 soitx =-2 ou x = 2.
X - -2 0 2 +00
4x - - D+ + X — 4X s ’annule en 0 et est croissante (4 > 0)
X2-4 + 0 - - D + X — x2—4 a une parabole orientée vers le haut
signe de 0 + ) N On compléte cette ligne grace a la regle des
f’(x) i i signes pour la multiplication.
Sens de 2 On calcule f (-2), f (0) et f (2) pour compléter
variation de f \ _14/ \_14 / cette ligne

3) Sur [0 ;2], le minimum de f est -14 et le maximum est 2 donc pour tout réel x de [0; 2], -4 f(x)<2.




Corrigé n°4 :

1) Conjecture : Il semble que g admet un minimum sur R , mais pas de maximum.

W1=i3n—20e™xy

MIHM
n=-0.333333 ¥=-d. 143593932

2) Démonstration : étude des variations de g.
g=uxvdoncg’ =uv+vu.

Pour tout réel x par g'(x) =3e* +(3x—2)e* = (3+3x—2)e* = (3x+1)e”.
Pour tout réel x, € >0 donc g'(x) a le méme signe que (3x+1).

g'(x)=0=3x+1=0<=x= —% et x> 3x+1est une fonction affine croissante (a = 3 > 0).

Ainsi, on obtient le tableau conjoint du signe de g’(x) et des variations de g :

1
X -00 —— ~+00
3
Signe de f *(x) - 0+
Sens de variation de f \ /
m
- . 1
g admet donc un minimum m sur R atteint pour X = ——.

1 1 - -
Deplus: m= g(—é):[Bx(—gj—Z}e 3=-3e 3,

g n’admet pas de maximum sur R .




Theéme n° 6 : Fonctions trigonométriques

Cercle trigonométrique et mesure d’'un angle en radian

‘ 2 o 0
Définition Cercle trigonométrique

Dans le plan muni d'un repere orthonormé direct (O; i, J ) le cercle trigonométrique est le cercle € de

centre O et de rayon 1 muni du sens trigonométrique (ou direct) c’est-a-dire le sens inverse des aiguilles d'une
montre.

>
>

r Pl o 0
Définition Le radian

Par enroulement de I'axe des réels autour du cercle trigonomé- 1rad
trique le point A définissant l'unité sur '’axe des réels vient en I

QQ

contact avec un point a du cercle trigonométrique.
Lalongueur de I'arc de cercle ainsi construit sur le cercle trigo-
nométrique est de 1, c’est 1 radian et son abréviation est rad

\]

N oz 2
49, Propriété
| Lamesure d’'un angle en radians est proportionnelle a sa mesure en degrés

angle en degrés 0° 30° 45° 60° 90° 180°
réel x en rad 0 /6 /4 /3 /2 /4

>

r pd e .
Définition Cosinus et sinus d’'un nombre réel

A
Soit x un nombre réel et M le point associé a x sur le cercle A M
trigonomeétrique €. sinx [ ;
On appelle cosinus de x, noté cos x et sinus de x, noté sin x, les
coordonnées du point M dans le repére (O HE AR | ), on écrit : J
M(cos x ; sinx)
- J H

_ N L 0 7 cosx
§® Propriété
Pour tout nombre réel x, on a:
0 cos?x+sinx=1
0 —-I<cosxs<let-lssinxs<l
cos(x+2km) = cosx =

O PourkeZ,ona:{

sin(x +2km) =sinx

angle en degrés 0° 30° 45° 60° 90° 180°
réel x 0 /6 /4 /3 /2 b2
cos X 1 V3/2 V2/2 1/2 0 -1
sin x 0 1/2 V2/2 V3/2 1 0

Y



Fonction sinus et cosinus

‘ rd o, . . .
Définition Fonctions sinus et cosinus

O La fonction sinus est la fonction qui, a tout réel x — sin(x) et qui a pour dérivée : x — sin’ (x) = cos(x)

O La fonction cosinus est la fonction qui, a tout réel x — cos(x) et qui a pour dérivée : x — cos'(x) =
—sin(x)

. . . .. . sin(x+2m) = sin(x)
O Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 27 :
cos(x+2m) = cos(x)
O La fonction sinus est impaire : Pour tout x € R : sin(—x) = —sin(x)
[l La fonction cosinus est paire : Pour tout x € R : cos(—x) = cos(x)
Courbe représentative de la fonction sinus
/4
Pour tracer la courbe de la fonction sinus, il suffit de * 0 2 4
faire une étude sur [0; m] puis de tenir compte des ;
conséquences graphiques de la périodicité et de la pa- sin’ (x) = cos(x) + 0 -
rité de cette fonction. 1
sin - ™~
0 0
1
J
—2n _ 3771 - _% 1 % n 2_7I 2 521 3m
=T

On a tracé la courbe sur [0; 7] (en noir), puis on la compléte par symétrie par rapport a O (en bleu), puis par
translations (en rouge et en vert).

Courbe représentative de la fonction cosinus

X 0 T

En suivant la méme démarche que pour la courbe de
la fonction sinus, on obtient la courbe de la fonction
cosinus 1

cos ~

cos’ (x) = —sin(x) -

"

~

(@ Bl
~

3

|

4
~
R
ISy ¢
NS
|
N




Exercices Théme 6 : Fonctions trigonométriques

Convertir 35 ° et 150 ° en radians

. bm n .
Convertir E et ? en degrés

. 51 .
Donner les valeurs exactes des nombres suivants : cos (— T ; sin|— 3

Déterminer dans chacun des cas suivants un nombre réel b de I'intervalle ] — 7 ; [ permettant de placer le point
associé auréel a:

Résoudre les équations trigonométriques suivantes en vous aidant du cercle trigonométrique :

1
COoSX = Epourxe [0; 27

2
sinx = % pour x € [-m ; 37]

Résoudre les inéquations trigonométriques suivantes en vous aidant du cercle trigonométrique :

1
sinx<—5 pour x €] - ; 7]
2
cosx?—% pour x € [0; 27|

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction définie sur R. Calculer f(x).

[1] f(x) = x?sinx 2] feo = coS X

2+sinx



Correction du theme 6 : Fonctions trigonométriques

‘ Correction 6.1 \

35 7 150 51
35°donne: — = — rad et 150 ° donne : — 7 = — rad
180 36 180 6

51 5
5 donne: = x180=112,5° et

Ve 7 .
3 donne: 3 x 180 = 420 soit 60 °

‘ Correction 6.2

51 8t 3m 3n 571 3n V2
——=——+—=—2n+zdonc:cos e =cos|—|=—-——

4 4 4 4 2
7 6n m b4 i 7 X T \/§
-—=-—-—-=-21-—donc:sin|-— :sm(——):——
3 3 3 3 3 3 2
‘ Correction 6.3

157 16m = T /4
a=—=———=8n—§d0u:b:—§€]—n;n]

2 2 2
297 24n 5w 5t . . 57
a=——=———=-A4g——dou:b=——€]-7; 7]
6 6 6 6 6
‘ Correction 6.4
b4
1 X = —+2kn T 57
cosx:—<:> T aveckeZdoncé”[o;g,,[:{—; —}
2 X = ——+2km 3 3
3
V2 d +2k
2 X o= 7 T 7 3n 91 1lxn
sinx=—<=> 4 aveckeZdonc.Sﬂ[_n;M]:{—; — — —}
2 3n 4 4 4 4
x = —+2kn
4
‘Correction 6.5 \
1 51 b/
1| sinx<——donne: HA_;.,=| ——; ——
2 I ] 6’ 6 [
2 3n 51
cosx;—ﬁdonne:y[o.z,ﬂz 0; — [U| —; 27
2 ’ 4 4
\Correction 6.6 \
2 !
ulx) = x ux) = 2x
f =uvavec ) . avec u et v dérivables sur Rd’ou: f' = u'v+ uv' avec ,( )
v(x) = sinx vV'(x) = cosx
donc: f'(x) = 2xsinx + x? cos x
u u(x) = cosx . N uv—uv
f=—avec . avec u et v dérivables surRd’out: f' = ——— avec
v v(x) = 2+sinx>0 v
u'(x) = -sinx , —sinx(2 +sinx) —cosx(cosx) —2sinx—sin®x—cos®x —2sinx—1
donc: f'(x) = P = ) = )2
V' (x) = cosx (2+sinx) (2+sinx) (2+sinx)



Thémen°7: FONCTION EXPONENTIELLE

1) Introduction :

Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que f' = f et f(0) = 1.

Cette fonction s’appelle fonction exponentielle et se note provisoirement exp.

Conséquence : exp(0) =1

L'image de 1 par la fonction exponentielle est notée e. Onaainsiexp1 = e

Nouvelle notation : Soit x un nombre réel. On note pour tout x réel, exp x = e*

On aainsi e! = e . Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée de e : e = 2,718

2) Etude de la fonction exponentielle
La fonction exponentielle est dérivable sur R et (e*)’ = e*

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. 5
Courbe représentative et tableau de variations : 4
3
X —00 +OO i
(e¥)' =e* +

ex /
1

La fonction exponentielle est strictement positive sur R.

3) Propriétés de la fonction exponentielle :

e®=1;el=e ; e>0; () =¢€"

X
e 1
Pour tous réels x ety : e**Y = e* x e¥ ex V= ~ et =— (e*)™ = e™, avecn € N.
e e

4) Résolution d’équations et inéquations. Pour tous réelsaetb, ona:
e?=el=sa=5»b : el<elesa<hb

5) Fonctions de la forme x +— e%*+?
La fonction x — e®**P est dérivable sur R. Sa dérivée est la fonction x +— ae®**P.
Exemple : Soit f(x) = e™>* alors f'(x) = —5e~°*.
Propriété : Sia> 0 : lafonction x — e®**P  est croissante.
Sia<0: lafonction x — e®*P  est décroissante.

6) Fonctions de la forme x +— e%**)
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.
La fonction e est dérivable sur let (e")'=u'e"

Exemple : Soit f(x) = e* alors f'(x) = 2xe* .




EXERCICES

Exercice 1 : Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :
X
a) f(x) =5x — 2e* b) g(x) = (x — 2)e* c) h(x) = e? (x non nul)

Exercice 2 : Simplifier I'écriture des nombres suivants :

8y p,—4 4-1
exe . B=(e"")°®xe® ; = )
’ ' (e73)2 ' eZxe~®

A= s

Exercice 3 : Soit x un nombre réel, simplifier les expressions suivantes :

ex—3e—4x

A=—msm

2513 4x\2
- B = (e ) i C= (e ) . D:(ex+e_x)2

T e3xtlyp—x—1 ’ 3 x g3 '

Exercice4: 1) Résoudre dans R I'équation e*" =3 — e~2* = 0,

2) Résoudre dans R l'inéquation e**~1 > 1.

Exercice 5 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + 1)e”.

1) Calculer la dérivée de la fonction f.

2) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

3) Déterminer une équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse 0.

4) Tracer la courbe représentative de la fonction f en s'aidant de la calculatrice.

Exercice 6.  On considére la fonction f définie sur R par f(x)=—-2e¥ —x.

Calculer f'(x), en déduire le sens de variation de f sur R .

Exercice 7. On considere la fonction f définie sur R par f(x)=(x-5)e*

Calculer f '(x), étudier son signe et en déduire le sens de variation de f sur R .

Exercice 8.  On considére la fonction f définie sur R par f(x)=-2e*% +x

Calculer f'(x), en déduire le sens de variation de f sur R .

Exercice 9.  Soit la fonction f définie sur [ 1 ; 5] par f(x) = 3_X2X

1) Montrer que f'(x)=(2x-5)e™™ .
2) Etudier les variations et dresser le tableau des variations de f sur [- 1 ; 5].

3) Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) =-0,1. Justifier.



CORRECTION DES EXERCICES

Exercice 1:
a) f'(x) =5—2e* byg'(x) =1xe*+ (x—2)e* =e* +xe* —2e* =xe* —e* =(x—1)e*
e*xx—e*x1 e*(x—1)
c) h'(x) = = ==
Exercice 2 :
-1
8 —4 1 (94)
e’xe
= B=(e1)°xe® C=
A o—6 (e™) (e-3)2 " e2xe—6
— ,—6 6
8—4 =e ®Xe L 4% (=1)
= -6 — o~ 6+6 = o-3x2 T 26
et =ef 1 e*
= —_— - — + —_—
-6 -6 -4
e —1 e e
= 34_(_6) = 66 + 1
— 10
Exercice 3 :
3,4 —3x-3
A— e e e p-3-33x-3 _ o6
- e—3x+3 - e—3x+3 - -
2x)3 2xx3 6
B = (e ) _ ex _ex_6x—2x_4x
T o3Xtlyp—Xx—1  g3x+l-x-1  g2x € =€
B (e4X)2 B e8x _GSX
- eSx Xe—Sx - e3x—3x -
D=(e*+e7%)? =e” +2e e ¥ +e > =™ + 2+
Exercice 4 :
a) e’ 3 —e 2 =
= ex2—3 — g~2%
& x2—-3=-2x
S x2+2x-3=0
A=2?2—-4x1x(-3) =16
Donc x = 2216 —30ux = “2+V16 1 Les solutions sont —3 et 1.
2X1 2X1
b) e**~1 > 1

@34){_1230
=4x-1=20
1
S x = -
4

L'ensemble des solutions est l'intervalle E ; +oo[.



Exercice 5 :

a) f'(x)=e*+(x+1e*=(x+2)e* |
Comme e* > 0, f'(x) est du signe de x + 2. d) >
b) .l
X —0 -2 400 |
') - 0 + ’
2_
F o
c) f(0)=1 etf'(0) =2 , , /0
-4 -3 B -1 0 1
Une équation de la tangente a la courbe en 0 est donc : /
-14
y=f'(0)(x—-0)+f(0),s0it:y=2x+1

Exercice 6.  f(x)=—-2e* —x.
f'(x) = —2x3e™ —1= 6% 1,

f’(X)<0 car somme de deux nombres strictement négatifs donc f est décroissante sur R .

Exercice 7. On considere la fonction f définie sur R par f(x)=(x-5)e*
f'(x)=1xe”* +(x=5)(-e*) =1xe ™ +(-x+5)e * = (-x+6)e”*

e *>0 donc f'(x) estdusigne de (—x +6). f est décroissante sur ]—o0;6] et croissante sur [6;+oo[

Exercice 8: f(x)=-2e" +x

f'(x) =-2(-0,56 ) +1=2x0,5e " +1=e "™ +1
f°(x) > 0 car somme de deux nombres strictement positifs. Donc f est croissante sur R .

3-2x

Exercice9  f(X)=—
e

2" —(3-2x)e" _e*(2x-5)

fi(x) =— @) e =e *(2x-5) La dérivée est du signe de 2x -5 car e >0 donc
z -1 {|2' :: Yij 5
flz) - 0 +
136 | > -0,03
f(z) e e
S s —

L’équation f(x)=-0,1 admet donc deux solutions « et S.
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THEME 8 : PRODUIT SCALAIRE, APPLICATIONS

I Produit scalaire

Cas des vecteurs colinéaires

Le produit scalaire des vecteurs zﬁ et ,@ est noté ER
e Si AB et B sont colinéaires de méme sens, on a :

ADB.AC — AB x AC

e Si A§ et A(/z sont colinéaires de sens contraires, on a :

AB.AC = —AB x AC

Exemples :
A B C D E F
ABAC = ABx AC =2 x 6 =12 EDFEF=-EDXEF =—1x4=—4

Formule du projeté orthogonal

Soient A, B, C et D quatre points (avec A # B), E et F les projetés orthogonaux respectifs de
C' et D sur la droite (AB).

AB.CD = AB.EF

Exemple :

B
.D E
C/é
! | F
| | D
A E F B A
ABCD =ABEF =6x3=18 ABCD=ABEF —4x —2—=-8

Exercices 1: Calculer un produit scalaire avec les projetés orthogonaux
ABCD est un carré de centre O et coté 2. D C Corrigé :

Calculer les produits scalaires suivants: o
AB.CD O :
— — .
AB-BD
— —

CB-AO

— —

OA - OB A B
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Formule du cosinus
Soient A, B et C trois points (avec A # Bet A# C), on a :

EE = AB x AC x COSW

Exemple :
On a donc AB =5, BAC = Z (ou 45°) et AC = 2¢/2%.
Ainsi,

@.R:AB x AC x cosB/A\C

:5><2\@><cos£

:10x\/§x§

=10

* On rappelle que la longueur de la diagonale d’un carré vaut /2 fois le
cOté ou vous pouvez retrouver ce résultat avec le théoréme de Pythagore.

Exercices 2: Calculer un produit scalaire avec la formule du cosinus

ABCD est un carré de coté 4. D

. C Corrigé :

Calculer les produits scalaires suivants:
— ——
CE - CB E
—
EB - EC
—
CD-EC
— — A #
CD-CA

Théoréme

Deux vecteurs @ et ¢ sont orthogonaux si et seulement si 4.7 = 0

Remarque importante :

En exercice, pour montrer que (AB) et (CD) sont perpendiculaires, penser & montrer que E@ =0

Formule avec les coordonnées dans un répére orthonormé

/
Si @ (z) et U (;) alors :

.7 = xz' + yy'

Exemples :

. -

Dans le repére orthonormé (O ; i, j)

(i)
()

71 GT=3x3+(~1)x1=8
: TT=2x(=3)+2x3=0

o

Exercice 3 :

On donne les points A(3; 1), B(6; 3), C(9; —2) et D(5; 4) dans un répére orthonormé du plan.
Montrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.
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II Vecteur normal a une droite

Définition
Soit (d) une droite de vecteur directeur 4.
Un vecteur normal & la droite d est un vecteur non nul 7 orthogonal au vecteur .

Exemple :

Si
ISH

<y

Théoréme

Soit d une droite du plan et 7@ (Z

La droite d admet pour vecteur normal 7 si et seulement si elle admet une équation de la forme :

> un vecteur non nul.

ax+by+c=0 avec ceR

Exercice 4 :

. . . . (-1
Déterminer une équation cartésienne de la droite d passant par A(2; —1) et de vecteur normal 7 ( 3 )
Corrigé :

L (-1
— N ( 3 ) est un vecteur normal a d.

— d admet donc une équation cartésienne de la forme —z 4 3y + ¢ = 0 avec ¢ un réel.
— Déterminons la valeur de c¢. A(2; —1) € d donc —2+3 x (—1) +c=0dou c=5.

d a pour équation —z + 3y + 5 = 0.

Exercice 5 :

Déterminer dans chaque cas si les droites d et d’ sont perpendiculaires.
a)d:2x—5y+1=0etd :8x+3y=0 b)d: 2r+3y+6=0etd :92+6y—8=0
Corrigé :

L[ 2 - (8
a) d admet pour vecteur normal 7 (_ ) et d’ admet pour vecteur normal n/ (3)

5

d et d' sont perpendiculaires si et seulement si 7 L "' c’est & dire si et seulement si @7 = 0.
Ici, @.n’ =2 x 84 (=5) x 3=1# 0. Donc d et d’ ne sont pas perpendiculaires.

3
An' =—2x9+3x6=0. Donc d et d’ sont perpendiculaires.

b) d admet pour vecteur normal 7 ( ) et d’ admet pour vecteur normal n (2)

Remarque : on aurait pu travailler avec les vecteurs directeurs des droites plutét que les vecteurs normaud.
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III Equations de cercle

Théoréme

Soit € un cercle de centre Q(a ; b) et de rayon R.
Une équation cartésienne de % est :

(v =)+ (y— b)? = R

Exercice 6 :
Déterminer une équation cartésienne du cercle € de centre A(—1 ; 2) passant par B(2 ; 3).
Corrigé :

e Le rayon du cercle R est égal & AB. On a donc :

R? = AB? = (zB fo)2+(yB fyA)Z =324+12=10

e % a pour centre le point A. Il a donc pour équation :

(x—(-1))2+@wy—22*=R* soit |(z+1)°+(y—2)>=10

Exercice 7 :

Déterminer les coordonnées du centre et le rayon du cercle dont une équation est :
24yt —2x+4y+1=0

Corrigé :

Soient z et y deux réels,

2?4 y? -2 +4y+1 =0
= z? =2 +y° + 4y =-1
& (r-1)?-14+(y+2)?*-4 =-1
& (z—1)2+(y+2)° =4
Le cercle a pour centre le point de coordonnées (1 ; —2) et pour rayon 2 (car 4 = 22).

IV Théoréme d’Al-Kashi

Théoréme d’Al-Kashi

o)

a’>=b>+ 2 — 2bc cos A

3 exercices corrigés :
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